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1 最优化问题与数学基础

1.1 数学基础

梯度：L =

(
∂f(X0)

∂x1
,
∂f(X0)

∂x2
, · · · , ∂f(X

0)
∂xn

)T

梯度方向是函数值上升的方向，负梯度方向是函数值下降的方向，沿梯度方向函数具有

最快的变化率。

常见梯度

• ∇
(
bTX

)
= b, b = (b1, b2, · · · , bn)T ∈ Rn

• ∇
(
XTAX

)
= AX +ATX

【注】：梯度法则：如果 f(x) : Rm → Rp，则梯度 ∇f(x) ∈ Rm×p.

Example 1. f(x) = ∥x− a∥2, a ∈ R2，那么 ∇f(x) = x−a
∥x−a∥2 .

Definition 1 (方向导数). 如果函数 z = f(x, y) 在点 P (x, y) 是可微分的，那么函数在该点

沿任一方向的方向导数都存在，且有

∂f

∂l
=

∂f

∂x
cosφ+

∂f

∂y
sinφ

其中 φ 为 x 轴到方向 l 的转角。

Example 2. 求函数 z = xe2y 在点 P (1, 0) 处沿从点 P (1, 0) 到点 Q(2,−1) 方向的方向导数.

Solution. 解：这里方向 l 即为向量
−→
PQ = {1,−1}，因此 x 轴到方向 l 的转角 φ = −π

4
，因为

∂z

∂x
= e2y,

∂z

∂y
= 2xe2y

所求方向导数
∂z

∂l
= 1 · cos

(
−π

4

)
+ 2 · sin

(
−π

4

)
= −

√
2

2

【注】：f 在方向 P 处的方向导数： ∂f
∂P

= (∇f)TP
∥P∥ .
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Definition 2 (Hesse 矩阵).

∇2f(X) =

(
∂2f(X)
∂2x1

∂2f(X)
∂x2∂x1

∂2f(X)
∂x1∂x2

∂2f(X)
∂2x2

)

【注】：设 ϕ(t) = f
(
X0 + tP

)
，则

ϕ′(t) = ∇f
(
X0 + tP

)T
P , ϕ′′(t) = P T∇2f

(
X0 + tP

)
P

Theorem 1 (多元函数的 Taylor 展开).

f(X) = f
(
X0
)
+∇f

(
X0
)T (

X −X0
)
+

1

2

(
X −X0

)T ∇2f(X)
(
X −X0

)
+ o

(∥∥X −X0
∥∥2)

最优性条件

•（一阶必要条件）：若 X⋆ 是 f(X) 的局部极小点，则 ∇f (X⋆) = 0

•（二阶必要条件）：若 X⋆ 是 f(X) 的局部极小点，则 ∇2f (X⋆) 半正定。

•（二阶充分条件）：若 ∇f (X⋆) = 0，且 ∇2f (X⋆) 是正定矩阵，则 X⋆ 是 f(X) 的严格

局部极小点。

Example 3. 证明，若 X⋆ 是 f(X) 的局部极小点，则 ∇f (X⋆) = 0

证明. 令 X = X⋆ − α∇f (X⋆)

利用多元函数的一阶 Taylor 展开

f(X) = f(X⋆)− α∇f (X⋆)T ∇f (X⋆)

= f(X⋆)− α∥∇f (X⋆) ∥22

由于 X⋆ 是局部极小值，那么

−α∥∇f (X⋆) ∥22 = f(X)− f(X⋆) ≥ 0

因此，∥∇f (X⋆) ∥22 = 0，即 ∇f (X⋆) = 0

Example 4. 证明，若 x∗ 是凸优化中的局部极小点，则 x∗ 是全局极小点。

证明.（反证法） 若 x∗ 不是全局极小点，则存在 x̄ 是全局极小点。使得 f(x̄) ≤ f(x∗).
令 z = αx̄+ (1− α)x∗，α ∈ (0, 1)

所以，

f(z) = f(αx̄+ (1− α)x∗)

≤ αf(x̄) + (1− α)f(x∗)

≤ αf(x∗) + (1− α)f(x∗)

≤ f(x∗)

当 α → 0，z = αx̄+ (1− α)x∗ ∈ N(x∗)，其中 N(x∗) 表示 x∗ 的某个邻域。

即在 x∗ 的某个局部邻域 N(x∗) 中有 z，使得 f(z) ≤ f(x∗)，这与 x∗ 是局部极小点矛盾。

因此，x∗ 是全局极小点。
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1.2 凸集

Definition 3 (凸集). 若对任意的 X1, X2 ∈ D 以及 α ∈ [0, 1]，都有 αX1 + (1− α)X2 ∈ D，

则称 D 为凸集。

【注】：几何直观上，若集合 D 中任意两点的连线仍在 D 中，则称 D 为凸集。

Example 5. D = {X|AX ≤ b,X ∈ Rn, A ∈ Rm×n} 是凸集。

Example 6. 若 A,B 是 Rn 中的凸集，则 A ∩B,A+B,A−B 也是凸集，但 A ∪B 一般不

是凸集。

Example 7. C =
{
x ∈ R2

+|x1x2 ≥ 1
}
，则 C 是凸集。

1.3 凸函数

Definition 4 (凸函数). 设 f : D ⊂ Rn → R，D 是凸集，若对任意的 X1,X2 ∈ D，以及

α ∈ (0, 1)，都有

f
(
αX1 + (1− α)X2

)
≤ αf

(
X1
)
+ (1− α)f

(
X2
)

则称 f(X) 为 D 上的凸函数。

【注】：从几何上看，曲线上任意两点的连线在相应弧段的上方，即弦在弧之上。

Example 8. 判断 f(x) = 1
x2 是否为凸函数，答案，否，因为其定义域 D = R − {0} 不是凸

集。

【注】：判断是否为凸函数，首先应判断定义域是否为凸集。

Example 9. f(x1, x2) =
x2
1

x2
，x2 > 0，根据 Hesse 矩阵的各阶顺序主子式可以判断，它是一个

凸函数。

Example 10. f(x) = log(ex1 + ex2 + · · ·+ exn) 是凸函数。

Example 11. f(x) = ex
TAx，其中 A 是正定矩阵，它是凸函数。

【注】：f : Rn → R1 凸（凹），g : R1 → R1 凸增（凸减），则 h(x) = g(f(x)) 是凸函数。

Theorem 2. f(X) 在 D 上是凸函数的充要条件是对任意的 X1,X2 ∈ D，都有

f
(
X2
)
≥ f

(
X1
)
+∇f

(
X1
)T (

X2 −X1
)

Theorem 3. f(X) 在 D 上是凸函数的充要条件是 ∇2f(X) 是半正定矩阵。

【注】：二阶矩阵判断是否是正定矩阵，看顺序主子式均 ≥ 0。
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1.4 凸规划

min f(X)

s.t.

gi(X) ≥ 0 (i = 1, 2, · · · ,m)

hj(X) = 0 (j = 1, 2, · · · , p)

若 f(X) 与 −gi(X) 都是凸函数，hj(X) 是线性函数，则称其为凸规划。

Theorem 4. X⋆ 为上面问题的最优解的充要条件是，∀X ∈ S，有

(X −X⋆)T ∇f (X⋆) ≥ 0

证明. 充分性：
f(X) ≥ f (X⋆) +∇f (X⋆)T (X −X⋆) ≥ f (X⋆)

必要性：

若存在 X0 ∈ S，使得
(
X0 −X⋆

)T ∇f (X⋆) < 0，则

f
(
X⋆ + α

(
X0 −X⋆

))
− f (X⋆)

= α∇f (X⋆)T
(
X0 −X⋆

)
+ o

(
α
∥∥X0 −X⋆

∥∥)
= α

((
X0 −X⋆

)T ∇f (X⋆) +
o
(
α
∥∥X0 −X⋆

∥∥)
α

)
≤ 0

这与 X⋆ 为最优解矛盾。

2 线性规划与单纯形法

2.1 基本可行解

基本解：令一些分量为 0，解出其他分量；
基本可行解：既是基本解，又是可行解。

Example 12. 求
x1 + x2 + x3 = 2

x1 + 2x2 + 4x3 = 6

x1, x2, x3 ≥ 0

的基本可行解

Solution.

X1 = (0, 1, 1)T , X2 =

(
2

3
, 0,

4

3

)T

,X3 = (−2, 4, 0)T (舍去，不是可行解)

【注】：线性规划的顶点集和基本可行解集等价。
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2.2 线性规划标准型

线性规划标准型的矩阵形式：

min f(X) = CTX

s.t.

AX = b

X ≥ 0

n∑
j=1

apjxj + xn+p = bp (xn+p ≥ 0 :松弛变量)

n∑
j=1

aqjxj − xn+q = bq (xn+q ≥ 0 :剩余变量)

∃xi ∈ R, xi = x+
i − x−

i (x+
i , x

−
i ≥ 0 :自由变量)

Example 13. 将下面的规划化成标准型

max f(X) = x1 − 2x2 + 3x3

s.t.

2x1 − 7x3 ≤ 0

3x1 + 2x2 ≥ 0

x1 + x2 + x3 = 5

x1, x2 ≥ 0, x3 ∈ R

Solution. 标准型为
min f(X) = −x1 + 2x2 − 3(x+

3 − x−
3 )

s.t.

2x1 − 7(x+
3 − x−

3 ) + x4 = 0

3x1 + 2x2 − x5 = 0

x1 + x2 + (x+
3 − x−

3 ) = 5

xi ≥ 0(i = 1, 2, 4, 5), x+
3 > 0, x−

3 > 0

2.3 使用表格形式的单纯形法

最小值问题（最大化问题）的表格型单纯形法求解步骤：

1. 最后一行：zk − ck = max {zj − cj}（zk − ck = min {zj − cj}）

2. 选择对应的列作为主列
br
yik

= min
{

bi
yik

|yik > 0

}
3. 选取交叉元素作为主元。

4. 直到所有判别数均 ≤ 0 时停止（直到所有判别数均 ≥ 0 时停止）
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Example 14. 用单纯形法求解下列线性规划问题

min f(X) = x2 − 3x3 + 2x5

s.t.

x1 + 3x2 − x3 + 2x5 = 7

−2x2 + 4x3 + x4 = 12

−4x2 + 3x3 + 8x5 + x6 = 10

xj ≥ 0, j = 1, · · · , 6

Solution. 迭代过程如下

1�Ù �55yÚüX/�{
Zhangxiaowei@uestc.edu.cn 2.4. üX/{ 127

dσj = C T
IP j−cj�µσ2 = −1§σ3 = 3§σ5 = −2"w,Ä

Cþ¤éA��Oêσ1 = σ4 = σ6 = 0"ù�f0 = C T
I b = 0"

Ð©üX/LXeµ

L 2.4 üX/L

P1 P2 P3 P4 P5 P6 b

1 3 -1 0 2 0 7

0 -2 4 1 0 0 12

0 -4 3 0 8 1 10

0 -1 3 0 -2 0 0

3�"�Oê¥§�kσ3 > 0§�P3k�©þ§�òÙÚ

\Ä."

d bk
ak3

= min
{
bi
ai3

∣∣∣ai3 > 0
}

= min
{

12
4 ,

10
3

}
= 12

4§��§

1�Ù �55yÚüX/�{
Zhangxiaowei@uestc.edu.cn 2.4. üX/{ 128

Àa23�Ì�§,���Ä$�"#üX/LXeµ

L 2.5 üX/L

P1 P2 P3 P4 P5 P6 b

1
5

2
0 1

4 2 0 10

0 − 1
2 1 1

4 0 0 3

0 − 5
2 0 − 3

4 8 1 1

0 1
2 0 − 3

4 -2 0 -9

3dL¥§Ó{§P2?Ä§a12�Ì�§UeL2.6��Ä

$�µ

�d§¤k�Oê�u�u0§��cÄ�1)X ? =

(0, 4, 5, 0, 0, 11)T��`)§�`��f(X ?) = −11" y

1�Ù �55yÚüX/�{
Zhangxiaowei@uestc.edu.cn 2.4. üX/{ 129

L 2.6 üX/L

P1 P2 P3 P4 P5 P6 b

2

5
1 0 1

10
4
5 0 4

1
5 0 1 3

10
2
5 0 5

1 0 0 − 1
2 10 1 11

− 1
5 0 0 − 4

5 − 12
5 0 -11

至此，所有判别数小于或等于零，故当前可行解为 X∗ = (0, 4, 5, 0, 0, 11)T，最优值为

f (X∗) = −11.

2.4 两阶段法

基本思想：转换为标准形式后，问题中不包含需要的 n 阶单位矩阵，因此需要引进人工

变量，用单纯形法求解。

Example 15.
min x1 − x2

s.t.

−x1 + 2x2 + x3 ≤ 2

−4x1 + 4x2 − x3 = 4

x1 − x3 = 0

xi ≥ 0, i = 1 ∼ 3
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Solution. 引进人工变量 x5, x6，构造辅助线性规划

min x5 + x6

s.t.

−x1 + 2x2 + x3 + x4 = 2

−4x1 + 4x2 − x3 + x5 = 4

x1 − x3 + x6 = 0

xi ≥ 0, i = 1 ∼ 6

第一阶段

用单纯形法求解过程如下，极小化目标函数 x5 + x6

1�Ù �55yÚüX/�{
Zhangxiaowei@uestc.edu.cn 2.5. Ð©Ä�1)�(½{ 145

L 2.12 üX/L

P1 P2 P3 P4 d5 d6 b

-1 2 1 1 0 0 2

-4 4 -1 0 1 0 4

1 0 -1 0 0 1 0

-3 4 -2 0 0 0 4

-1/2 1 1/2 1/2 0 0 1

-2 0 -3 -2 1 0 0

1 0 -1 0 0 1 0

-1 0 -4 -2 0 0 0

Ï�<óCþx5§x6´ÄCþ§¤±ATO�Ñ"因为人工变量 x5, x6 是基变量，所以应该替换出（必须要使人工变量为非基变量）1�Ù �55yÚüX/�{
Zhangxiaowei@uestc.edu.cn 2.5. Ð©Ä�1)�(½{ 146

P1 P2 P3 P4 d5 d6 b

0 1 0 1/2 0 1/2 1

0 0 −5 -2 1 2 0

1 0 -1 0 0 1 0

0 1 0 1/2 0 1/2 1

0 0 1 2/5 -1/5 -2/5 0

1 0 0 2/5 -1/5 3/5 0

1��ã

P1 P2 P3 P4 b

0 1 0 1/2 1

0 0 1 2/5 0

1 0 0 2/5 0

0 0 0 -1/10 -1

¤±§X? = (0, 1, 0)T§f(X?) = −1" y

第一阶段结束后，修改最后的单纯形表，去掉人工变量所在的列，把最后的判别数行按

照原来问题进行修正，其他不变。

第二阶段

极小化目标函数 x1 − x2

1�Ù �55yÚüX/�{
Zhangxiaowei@uestc.edu.cn 2.5. Ð©Ä�1)�(½{ 146

P1 P2 P3 P4 d5 d6 b

0 1 0 1/2 0 1/2 1

0 0 −5 -2 1 2 0

1 0 -1 0 0 1 0

0 1 0 1/2 0 1/2 1

0 0 1 2/5 -1/5 -2/5 0

1 0 0 2/5 -1/5 3/5 0

1��ã

P1 P2 P3 P4 b

0 1 0 1/2 1

0 0 1 2/5 0

1 0 0 2/5 0

0 0 0 -1/10 -1

¤±§X? = (0, 1, 0)T§f(X?) = −1" y所以 X⋆ = (0, 1, 0)T , f (X⋆) = −1.
【注】：两阶段法的标准形非常重要，需要满足右端项 b ≥ 0，且第一阶段的目标函数是加

入的人工变量之和。第一阶段中，基变量对应的判别数都为 0.
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3 对偶线性规划

3.1 对称形式

原规划

(P )

min CTX

s.t.

AX ≥ b

X ≥ 0

对偶规划

(D)

max bTW

ATW ≤ C

W ≥ 0

【注：】经验：对偶规划的系数好确定，无非就是需要确定变量和约束符号。口诀：变量

符号 → 看约束条件符号：小同大反；约束条件符号 → 看变量符号：大同小反。

原（对偶）线性规划变换规则表

1nÙ éó�55y
Zhangxiaowei@uestc.edu.cn 3.1. éó¯K�JÑ 182

L 3.2 �(éó)�55yC�5KL

�5y£éó5y¤ éó5y£�5y¤

min max

8I¥Xê �å^�mà�

�å^�mà� 8I¥Xê

�å^� ≥ Cþ ≥
�å^� ≤ Cþ ≤
�å^� = CþÃ�å

Cþ ≥ �å^� ≤
Cþ ≤ �å^� ≥
CþÃ�å �å^� =

Example 16. 写出对偶线性规划

min f(X) = 8x1 + 6x2 + 3x3 + 6x4

s.t.
x1 + 2x2 + x4 = 3

3x1 + x2 + x3 + x4 = 6

xj ≥ 0, j = 1, · · · , 4
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Solution.
max g(W ) = 3w1 + 6w2 + 2w3

s.t.

w1 + 3w2 ≤ 8

2w1 + w2 ≤ 6

w2 + w3 ≥ 3

w1 + w2 + w3 = 6

w1 ≥ 0, w2 ≤ 0, w3 ∈ R

3.2 一般问题的原始对偶理论

原始问题：

min f(x)

s.t.

hi(x) = 0, i = 1, 2, · · · ,m
gj(x) ≤ 0, i = 1, 2, · · · , p

Lagrange 函数

L(x, λ, µ) = f(x) +
m∑
i=1

λihi(x) +

p∑
j=1

µjgj(x)

需要满足以下两个原则

L(x, λ, µ) ≤ f(x), µ ≥ 0.

关于 x 极小化 L(x, λ, µ)

q(λ, µ) = min
x

L(x, λ, µ)

对偶问题： 
max q(λ, µ)

s.t.

µ ≥ 0

3.3 互补松弛性质

3.3.1 对称形式的对偶

对称形式的对偶定义如下：

原问题

min cx

s.t. Ax ⩾ b

x ⩾ 0

对偶问题

max wb

s.t. wA ⩽ 0

w ⩾ 0
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Theorem 5. 设 x(0) 和 w(0) 分别是上面原问题和对偶问题的可行解，那么 x(0) 和 w(0) 都是

最优解的充要条件是，对所有 i 和 j 成立

• 如果 x
(0)
j > 0，就有 w(0)pj = cj（第 j 个约束等式成立）

• 如果 Aix
(0) > bi，就有 w

(0)
i = 0（如果原问题最优解使得第 i 个约束不等式严格成立，

就有对偶问题 w
(0)
i = 0）

• 如果 w
(0)
i > 0，就有 Aix

(0) = bi

• 如果 w(0)pj < cj（称作松约束），就有 x
(0)
j = 0

Example 17. 已知线性规划

max f(X) = 3x1 + 4x2 + x3

s.t.

x1 + 2x2 + x3 ≤ 10

2x1 + 2x2 + x3 ≤ 16

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3

的最优解为 X⋆ = (6, 2, 0)T，求其对偶规划的最优解？

Solution. 对偶规划为
min g(Y ) = 10y1 + 16y2

s.t.
y1 + 2y2 ≥ 3

2y1 + 2y2 ≥ 4

y1 + y2 ≥ 1

yj ≥ 0, j = 1, 2

设对偶规划的最优解为 Y ⋆ = (y⋆1, y
⋆
2)

T，由松弛定理得（因为 x3 = 0, 那么对偶规划中去掉第
三个不等式） {

y⋆1 + 2y⋆2 = 3

2y⋆1 + 2y⋆2 = 4
⇒ y⋆1 = y⋆2 = 1

所以对偶规划的最优解为 Y ⋆ = (1, 1)T .

Example 18. 原问题
min 2x1 + 3x2 + x3

s.t.
3x1 − x2 + x3 ⩾ 1

x1 + 2x2 − 3x3 ⩾ 2

x1, x2, x3 ⩾ 0
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对偶问题
max w1 + 2w2

s.t.
3w1 + w2 ≤ 2

−w1 + 2w2 ⩽ 3

w1 − 3w2 ⩽ 1

w1, w2 ⩾ 0

设对偶问题的最优解为 w = (w1,w2) =
(
1
7
, 11

7

)
，试求原问题的最优解。

Solution. 由于在最优解 w 处，对偶问题的第三个约束成立严格不等式，因此在原问题中第

三个变量 x3 = 0，又由于 w 的两个分量均大于令零，因此在原问题中前两个约束在最优解处

成立等式，即 {
3x1 − x2 + x3 = 1

x1 + 2x2 − 3x3 = 2

把 x3 = 0 带入上述方程组，得到 {
3x1 − x2 = 1

x1 + 2x2 = 2

解得 x1 =
4
7
, x2 =

5
7
，因此原问题的最优解是

x = (x1, x2, x3)
T =

(
4

7
,
5

7
, 0

)T

Example 19. 已知下面线性规划问题的最优解为 X∗ = (2, 2, 4, 0)T，求其对偶规划的最优解。

max 2x1 + 4x2 + x3 + x4

s.t.

x1 + 3x2 + x4 ≤ 8

2x1 + x2 ≤ 6

x2 + x3 + x4 ≤ 6

x1 + x2 + x3 ≤ 9

xi ≥ 0, i = 1 ∼ 4

Solution. 对偶问题为：
min 8w1 + 6w2 + 6w3 + 9w4

s.t.

w1 + 2w2 + w4 ≥ 2

3w1 + w2 + w3 + w4 ≥ 4

w3 + w4 ≥ 1

w1 + w3 ≥ 1

wi ≥ 0(i = 1, 2, 3, 4)

由于 x1, x2, x3 均大于 0，那么对偶问题的前三个约束等式严格成立，即

w1 + 2w2 + w4 = 2

3w1 + w2 + w3 + w4 = 4

w3 + w4 = 1

11



将原问题的最优解代入原问题中，发现原问题的第四个约束条件的不等式严格成立，那么有

w4 = 0.
综上，求解得到 w = (4

5
, 3
5
, 1, 0)T，最优值为 16.

3.4 对偶单纯形法

求解基本步骤：

k = min{i|bi < 0}
σl

akl
= min

1≤j≤n

{
σj

akj
|akj < 0

}
Example 20. 用对偶单纯形法求解下面的问题

min f(X) = x1 + 2x2

s.t.
x1 + 2x2 ≥ 4

x1 ≤ 5

3x1 + x2 ≥ 6

xj ≥ 0, j = 1 ∼ 2

Solution. 转换为下面的标准形

min f(X) = x1 + 2x2

s.t.

−x1 − 2x2 + x3 = −4

x1 + x4 = 5

−3x1 − x2 + x5 = −6

xj ≥ 0, j = 1 ∼ 5

对偶单纯形法求解过程如下：

1nÙ éó�55y
Zhangxiaowei@uestc.edu.cn 3.3. éóüX/�{ 215

(1)Ð©éóüX/Lµ

L 3.4 éóüX/L

P1 P2 P3 P4 P5 b

−1 -2 1 0 0 -4

1 0 0 1 0 5

-3 -1 0 0 1 -6

-1 -2 0 0 0 0

(2)xj1 = x3 = −4§xj2 = x4 = 5§xj3 = x5 = 6§j =

min{j1, j3} = 3§k = 1"

(3)θ = min
{−1
−1,

−2
−2

}
= 1§l = min{1, 2} = 1

(4)±a11�Ì�éþL��Ä$�§�e��éóüX/

Lµ

1nÙ éó�55y
Zhangxiaowei@uestc.edu.cn 3.4. éó�55y�A^ 216

L 3.5 éóüX/L

P1 P2 P3 P4 P5 b

1 2 -1 0 0 4

0 -2 1 1 0 1

0 5 -3 0 1 6

0 0 -1 0 0 4

ù�b > 0§¤±�c�K)X ? = (4, 0, 0, 1, 6)T´�`

)§Ïd�5y��`)�X ? = (4, 0)T" y

§ 3.4 éééóóó���555555yyy���AAA^̂̂

3.4.1 éééóóóüüüXXX///{{{���AAA^̂̂

Ïé�K)Ø´@oN´§Ïd3¢SO�¥~^�üX

这时 b > 0，所以当前最优解为 X⋆ = (4, 0, 0, 1, 6)T，因此原规划问题的最优解为 X⋆ =

(4, 0)T . 对偶问题的最优解为 W ⋆ = (1, 0, 0)T

【注】：对偶规划的最优解的第 l 个分量就是原规划最终单纯形表中剩余变量的判别数的

相反数。
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4 无约束最优化计算方法

4.1 基本思想

无约束优化问题：

min
X∈Rn

f(X)

新点 Xk+1 = Xk + tkP
k，使得 f

(
Xk+1

)
< f

(
Xk
)
，其中 tk 称为步长因子，P k 表示下降方

向，下降方向需满足 ∇f
(
Xk
)T

P k < 0.
【注】：后面的所有方法，就是在确定下降方向 P k 和步长因子 tk

确定步长因子 tk？即选取使得

f
(
Xk + tkP

k
)
= min

t
f
(
Xk + tP k

)
这时，tk 称为最优步长。

【注】：求一元函数 φ(t) = f
(
Xk + tP k

)
极小点的迭代法称为一维搜索，φ′(t) = ∇f

(
Xk + tP k

)T
P k

Definition 5 (收敛速度). 设序列
{
Xk
}
收敛于 X⋆，若

lim
k→∞

∥∥Xk+1 −X⋆
∥∥∥∥Xk −X⋆
∥∥ = β

则 0 < β < 1，称
{
Xk
}
为 β 线性收敛，β = 0 时称为超线性收敛，β = 1 时称为次线性收敛。

又若

lim
k→∞

∥∥Xk+1 −X⋆
∥∥∥∥Xk −X⋆
∥∥p = β < +∞

则称
{
Xk
}
为 p 阶收敛。这里 p ≥ 1.

Definition 6 (二次终止性). 一个算法用于求解具有正定矩阵的二次函数

f(X) =
1

2
XTAX + bTX + c

时，可以在有限步内达到它的极小点。

4.2 非精确一维搜索的三大准则

Goldstein 准则{
(i)f

(
Xk + tkP

k
)
≤ f

(
Xk
)
+ ρtk∇f

(
Xk
)T

P k

(ii)f
(
Xk + tkP

k
)
≥ f

(
Xk
)
+ (1− ρ)tk∇f

(
Xk
)T

P k

其中 0 < ρ < 1.
Wolfe 准则 {

(i)f
(
Xk + tkP

k
)
≤ f

(
Xk
)
+ ρtk∇f

(
Xk
)T

P k

(ii)∇f
(
Xk + tkP

k
)T

P k ≥ σ∇f
(
Xk
)T

P k

其中 σ ∈ (ρ, 1).

13



Armijo 准则
给定 β ∈ (0, 1), ρ ∈

(
0, 1

2

)
, τ > 0，设 mk 是使得下式

f
(
Xk + βmkτP k

)
≤ f

(
Xk
)
+ ρβmkτ∇f

(
Xk
)T

P k

成立的最小非负整数。

若令 tk = βmkτ，其就是 Goldstein 准则中的第一个准则

f
(
Xk + tkP

k
)
≤ f

(
Xk
)
+ ρtk∇f

(
Xk
)T

P k

为了保证算法收敛性，需要保证每次搜索方向 pk 与其梯度方向 −gk = −∇f
(
Xk
)
成锐

角。

4.3 0.618 法

区间选择准则：原区间为 [ak, bk]，0.382 处为 λk，0.618 处为 µk.

• 若 f (λk) > f (µk)，则新区间为 [λk, bk].

• 若 f (λk) ⩽ f (µk)，则新区间为 [ak, µk].

【注】：口诀：哪边大，舍哪边。

4.4 最速下降法

求解

min
X∈Rn

f(X)

下降方向：P k = −∇f
(
Xk
)
，确定最优步长 tk 使得

f
(
Xk + tk∇f

(
Xk
))

= min
t

f
(
Xk + t∇f

(
Xk
))

若 f(X) 具有二阶连续偏导数，由 Taylor 公式得

f
(
Xk − t∇f

(
Xk
))

≈ f
(
Xk
)
− t∇f

(
Xk
)T ∇f

(
Xk
)

+
1

2
t2∇f

(
Xk
)T

H
(
Xk
)
∇f

(
Xk
)

其中 H
(
Xk
)
是 f(X) 在 Xk 的 Hesse 矩阵。

令
df
(
Xk − t∇f

(
Xk
))

dt
= −∇f

(
Xk
)T ∇f

(
Xk
)

+ t∇f
(
Xk
)T

H
(
Xk
)
∇f

(
Xk
)
= 0

可得最优步长

tk =
∇f

(
Xk
)T ∇f

(
Xk
)

∇f
(
Xk
)T

H
(
Xk
)
∇f

(
Xk
) =

(
gk
)T

gk

(gk)T Hkgk

14



由此得到第 k + 1 步的迭代点为

Xk+1 = Xk −
(
gk
)T

gk

(gk)T Hkgk
gk

【注】：φ′(t) = ∇f(X + tP )TP = 0，得
(
gk+1

)T
gk = 0，因此，最速下降法存在据锯齿

现象

Example 21. 用最速下降法求 f(X) = (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 的极小点。

Solution.
gk = ∇f(X) = (2 (x1 − 1) , 2 (x2 − 1))T

Hk =

(
2 0

0 2

)
X0 = (0, 0)T

t0 =
(g0)

T
g0

(g0)T H0g0
=

1

2

X1 = X0 − t0g
0 = (0, 0)T − 1

2
(−2,−2)T = (1, 1)T

∇f
(
X1
)
= (0, 0)T ,

∥∥∇f
(
X1
)∥∥ < ε

X⋆ = X1

4.5 牛顿法（二阶收敛）

基本思想：牛顿法是用一个二次函数去近似一个目标函数，然后精确的求出这个二次函

数的极小点，以它作为目标函数极小点的近似值。

在点 Xk 处对目标函数按 Taylor 展开

f(X) ≈ q(X) ≜ f
(
Xk
)
+ g

(
Xk
)T (

X −Xk
)

+
1

2

(
X −Xk

)T
H
(
Xk
) (

X −Xk
)

令 ∇q(X) = H
(
Xk
) (

X −Xk
)
+ g

(
Xk
)
= 0，得

H
(
Xk
) (

X −Xk
)
= −g

(
Xk
)

若 Hesse 矩阵正定，则
X −Xk = −H−1

(
Xk
)
g
(
Xk
)

则由上式解出来的 X = Xk+1，就是二次函数 q(X) 的极小点，即

Xk+1 = Xk −H−1
(
Xk
)
g
(
Xk
)

【注】：当目标函数是正定二次函数时，牛顿法能够一次到达极小点（一步到位），具有二

次终止性。
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4.6 共轭梯度法：共轭性与最速下降法的结合，具有二次终止性

最速下降法存在锯齿现象，收敛速度慢；而牛顿法需要计算 Hesse矩阵，计算量较大，而
共轭梯度法的收敛速度介于两者之间，无需计算 Hesse 矩阵，具有二次收敛性。

Definition 7 (共轭). 设 Q 是对称正定阵，如果 X 和 QY 正交，即

XTQY = 0

则称 X 和 Y 关于 Q 共轭。

FR 共轭梯度法
Xk+1 = Xk + tkP

k

tk =
−(gk)

T
P k

(P k)
T
H(P k)

P k =

 −gk, k = 0

−gk +
∥gk∥2

∥gk−1∥2P
k−1, k > 0

Example 22. 用 FR 方法求解 f(X) = x2
1 + 2x2

2，取初始点 X0 = (5, 5)T .

Solution. 解：

g = ∇f(X) = (2x1, 4x2)
T ,H = ∇2f(X) =

(
2 0

0 4

)
第一次迭代

P 0 = −g0 = (−10,−20)T

X1 = X0 + t0P 0 = X0 − t0g0

= (5, 5)T +
− (g0)

T
P 0(

P 0
)T

HP 0
(−10,−20)T

= (5, 5)T +
5

18
(−10,−20)T

=

(
20

9
,−5

9

)T

第二次迭代
P 1 = −g1 + α0P 0

=

(
−40

9
,
20

9

)T

+
∥g1∥2

∥g0∥2
(−10,−20)T

=

(
−40

9
,
20

9

)T

+
4

81
(−10,−20)T

=

(
−400

81
,
100

81

)T
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X2 = X1 + t1P
1

=

(
20

9
,−5

9

)T

+
− (g1)

T
P 1(

P 1
)T

HP 1

(
−400

81
,
100

81

)T

=

(
20

9
,−5

9

)T

+
9

20

(
−400

81
,
100

81

)T

= (0, 0)T

此时 g2 = 0，已达到极小点 X2 = (0, 0)T .

此例验证了共轭梯度法的二次终止性。

【注】：初始方向应为负梯度方向，否则所产生的一般不为共轭方向。

4.7 拟牛顿法

基本思想：用一个矩阵来近似 Hesse 逆矩阵。
拟牛顿方程：

Hk+1Y k = Sk

秩 1 具有如下形式：
Hk+1 = Hk +∆Hk = Hk + λuuT

秩 1 校正（SR1）
Xk+1 = Xk + tkP

k

Y k ≜ gk+1 − gk, Sk ≜ Xk+1 −Xk, Zk = Sk −HkY k

Hk+1 = Hk +
Zk
(
Zk
)T(

Y k
)T

Zk

P k+1 = −Hk+1gk+1

【注】：SR1 是一种共轭方向法，当然具有二次终止性。对于正定二次函数，SR1 方法至多 n

步终止。但是，不能保证 P k = −Hkgk 是下降方向，即 Hk 不正定。

秩 2 具有如下形式：
∆Hk = λ1u1u

T
1 + λ2u2u

T
2

秩 2 校正公式（DFP 算法）

Hk+1 = Hk +
Sk
(
Sk
)T

(Sk)T Y k
−

HkY k
(
HkY k

)T
(HkY k)T Y k

(正定遗传性)：若 H0 是对称正定矩阵，则 DFP 校正公式所产生的 Hk 是对称正定矩

阵。

【注】：一般情况下，H0 = In

【注】：DFP 本质上也是一种共轭方向法，也具有二次收敛性。

Example 23. 用 DFP 算法求 min 2x2
1 + x2

2 − 4x1 + 2，取 X0 = (2, 1)T
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Solution.

g =

(
4 (x1 − 1)

2x2

)
, Q =

(
4 0

0 2

)
,H0 =

(
1 0

0 1

)
第一次迭代：

g0 = (4, 2)T

P 0 = −H0g0 = −g0

X1 = X0 + t0P
0 = X0 +

−(g0)TP 0(
P 0
)T

QP 0
P 0 =

(
8

9
,
4

9

)T

第二次迭代：

g1 =

(
−4

9
,
8

9

)T

S0 = X1 −X0 =
(
−10

9
,−5

9

)T
Y 0 = g1 − g0 =

(
−40

9
,−10

9

)T
H1 = H0 +

S0
(
S0
)T(

S0
)T

Y 0
−

Y 0
(
Y 0
)T(

Y 0
)T

Y 0

=

(
1 0

0 1

)
+

1

18

(
4 2

2 1

)
− 1

17

(
16 4

4 1

)

=
1

306

(
86 −38

−38 305

)
搜索方向

P 1 = −H1g1 =
4

17
(1,−4)T

步长

t1 = min
λ

f(X1 + tP 1)

从 X1 出发沿 P 1 进行一维搜索，即

X2 = X1 + t1P
1 = (1, 0)T

第三次迭代： ∥∥g2
∥∥ = 0

迭代终止，所以 X2 是极小点。

4.8 信赖域方法

前面的方法是先确定搜索方法，再确定步长，信赖域方法是先确定一个步长，再确定搜

索方法。

实际下降量

∆fk = f
(
Xk
)
− f

(
Xk + Sk

)
预测下降量

∆qk = f
(
Xk
)
− qk

(
Sk
)
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比值

rk = ∆fk/∆qk

它衡量二次模型近似目标函数的程度，rk 越接近于 1，表示近似程度越好。
【注】：当 rk<0 时，无效步；(1

4
, 3
4
)，不变；(3

4
, 1)，扩大 h；(0, 1

4
)，缩小 h。h 表示信赖

域半径。

【注】：简记口诀：比值大，扩大；比值小，缩小。

【注】：在较强的假设下，信赖域方法具有二阶收敛速度

5 最优性条件

5.1 无约束问题的极值条件

（必要条件）：若 x̄ 是局部极小点，则梯度 ∇f(x̄) = 0，且 Hesse 矩阵 ∇2f(x̄) = 0 半正定。

（二阶充分条件）：若梯度 ∇f(x̄) = 0，且 Hesse 矩阵 ∇2f(x̄) = 0 正定，则 x̄ 是局部极小

点。

（充要条件）：设 f(x) 是定义在 Rn 上的可微凸函数，x̄ ∈ Rn，则 x̄ 是全局极小点的充分

必要条件是梯度 ∇f(x̄) = 0。

5.2 约束问题的极值条件

5.2.1 不等式约束优化问题的一阶最优性条件

下降方向满足：∇f(x)Td < 0

可行方向满足：x+ λd ∈ S

考虑非线性规划问题：

min f(x)

s. t. gi(x) ⩾ 0, i = 1, · · · ,m

这个问题的可行域

S = {x|gi(x) ⩾ 0, i = 1, · · · ,m}

K-T 条件：
∇f(x)−

∑m
i=1wi∇gi(x) = 0

wigi(x) = 0, i = 1, · · · ,m
wi ⩾ 0, i = 1, · · · ,m

Example 24.
min (x1 − 2)2 + x2

2

s. t. x1 − x2
2 ⩾ 0

−x1 + x2 ⩾ 0

验证下列两点

x(1) =

[
0

0

]
和 x(2) =

[
1

1

]
是否为 K-T 点。
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Solution. 记
f(x) = (x1 − 2)2 + x2

2

g1(x) = x1 − x2
2

g2(x) = −x1 + x2

目标函数和约束函数的梯度是

∇f(x) =

[
2 (x1 − 2)

2x2

]
, ∇g1(x) =

[
1

−2x2

]
, ∇g2(x) =

[
−1

1

]

先验证 x(1)，在这一点，g1(x) ⩾ 0 和 g2(x) ⩾ 0 都是起作用约束，目标函数和约束函数的梯

度分别是

∇f
(
x(1)
)
=

[
−4

0

]
, ∇g1

(
x(1)
)
=

[
1

0

]
, ∇g2

(
x(1)
)
=

[
−1

1

]

设 [
−4

0

]
− w1

[
1

0

]
− w2

[
−1

1

]
=

[
0

0

]
即

−4− w1 + w2 = 0

−w2 = 0

解此方程组得到

w1 = −4, w2 = 0

由于 w1 < 0，因此 x(1) 不是 K-T 点。
在验证 x(2)，g1(x) ⩾ 0 和 g2(x) ⩾ 0 都是起作用约束，目标函数和约束函数的梯度分别

是

∇f
(
x(2)
)
=

[
−2

2

]
, ∇g1

(
x(2)
)
=

[
1

−2

]
, ∇g2

(
x(2)
)
=

[
−1

1

]
设 [

−2

2

]
− w1

[
1

−2

]
− w2

[
−1

1

]
=

[
0

0

]
即 {

−2− w1 + w2 = 0

2 + 2w1 − w2 = 0

解此方程组得到

w1 = 0, w2 = 2

所以 x(2) 是 K-T 点。

Example 25.
min f(x)

def
= (x1 − 1)2 + x2

s. t. g1(x) = −x1 − x2 + 2 ⩾ 0

g2(x) = x2 ⩾ 0

求满足 K-T 条件的点。
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Solution. 目标函数和约束函数的梯度分别是

∇f(x) =

[
2 (x1 − 1)

1

]
, ∇g1(x) =

[
−1

−1

]
, ∇g2(x) =

[
0

1

]

K-T 条件为
∇f(x)−

∑2
i=1wi∇gi(x) = 0

wigi(x) = 0, i = 1, 2

wi ⩾ 0, i = 1, 2

即
2 (x1 − 1) + w1 = 0

1 + w1 − w2 = 0

w1 (−x1 − x2 + 2) = 0

w2x2 = 0

w1, w2 ⩾ 0

解此方程组得到一组解

x1 = 1, x2 = 0, w1 = 0, w2 = 1

因为 w1 和 w2 都是非负数，因此得到 K-T 点

x =

[
1

0

]

5.2.2 一般约束优化问题的一阶最优性条件

min f(x), x ∈ Rn

s. t. g(x) ≥ 0

h(x) = 0

Lagrange 函数

L(x,w, v) = f(x)−
m∑
i=1

wigi(x)−
l∑

j=1

vjhj(x)

KKT 条件如下
∇xL(x,w, v) = 0 原始最优化条件

gi(x) ⩾ 0, i = 1, · · · ,m 原始可行性条件

hj(x) = 0, j = 1, · · · , l 原始可行性条件
wigi(x) = 0, i = 1, · · · ,m 互补松弛条件

wi ⩾ 0, i = 1, · · · ,m 对偶可行性条件
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5.3 惩罚函数法

5.3.1 外点罚函数法

对于

min f(X)

s.t.
gi(X) ≥ 0, i = 1 ∼ m

构造外点罚函数

P (X,mk) = f(X) +mk

m∑
i=1

(min (gi(X), 0))2

Example 26. 用外点罚函数法求解下列问题

min f(x) = (x1 − 1)2 + x2
2

s. t. g(x) = x2 − 1 ⩾ 0

Solution. 定义罚函数

F (x, σ) = (x1 − 1)2 + x2
2 + σ [max {0,− (x2 − 1)}]2

=

{
(x1 − 1)2 + x2

2, x2 ⩾ 1

(x1 − 1)2 + x2
2 + σ (x2 − 1)2 , x2 < 1

用解析法求解

min F (x, σ)

求偏导，得
∂F

∂x1

= 2 (x1 − 1)

∂F

∂x2

=

{
2x2, x2 ⩾ 1

2x2 + 2σ (x2 − 1) , x2 < 1

令
∂F

∂x1

= 0,
∂F

∂x2

= 0

得到

xσ =

[
x1

x2

]
=

[
1
σ

1+σ

]
令 σ → +∞，得

xσ → x =

[
1

1

]

5.3.2 内点罚函数法

内点罚函数只适用于以下问题

min f(x)

s. t. gi(x) ⩾ 0, i = 1, · · · ,m
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定义障碍函数

G(x, r) = f(x) + rB(x)

其中 B(x) 是连续函数，当点 x 趋向于可行域边界时，B(x) → ∞，r 是很小的正数。

两种最重要的形式为：

B(x) =
m∑
i=1

1

gi(x)

及

B(x) = −
m∑
i=1

log gi(x)

Example 27. 用内点罚函数为求解

min 1
12
(x1 + 1)3 + x2

s. t. x1 − 1 ⩾ 0

x2 ⩾ 0

Solution. 定义障碍函数

G (x, rk) =
1

12
(x1 + 1)3 + x2 + rk

(
1

x1 − 1
+

1

x2

)
下面用解析法求解问题

min G (x, rk)

s. t. x ∈ S

令
∂G

∂x1

=
1

4
(x1 + 1)2 − rk

(x1 − 1)2
= 0

∂G

∂x2

= 1− rk
x2
2

= 0

解得

xrk = (x1, x2) =

(√
1 + 2

√
rk,

√
rk

)
当 rk → 0，xrk → x = (1, 0)，x 是问题的最优解。
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